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原题图

网板周赛第 99期：周期递归弟兄仨，仿射公式用光俩

【题目呈现】

在网络画板中绘制函数
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的图象．题目要求：从图象变换

（伸缩变换、平移变换）的角度解释作图过程．

【扫码快阅】请利用手机微信扫描下面的二维码进行快速浏览作品（ID：85782）．

【制作过程】

1、进入网络画板首页：http://www．netpad．net．cn，单击【开始作图】按钮，进入作图页

面；

2、作图前的分析：此题属于周期递归函数，周期为 2，递归区间为[0，2]，每递归一次，纵

坐标缩半（纵向压缩一半），横坐标加 2（向右平移 2个单位）．根据刚才的分析，我们用一

个变量 t来驱动这两种变换（压缩变换和平移变换），选取先压缩后平移的策略进行操作．每

http://www.netpad.net.cn，单击【开始作图】按钮，进入作图页面；
http://www.netpad.net.cn，单击【开始作图】按钮，进入作图页面；
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当变量 t（将 t模 2运算）在一个周期变化过程中（从 0逐渐变化到 2），前半段（变量 t从
0变化到 1）要完成压缩变换，后半段（变量 t从 1变化到 2）要完成平移变换．

此时，我们只需要对变量 t进行适当的操作即可．

①当 t由 0到 1变化时，压缩变换开始实施．我们来构造一个周期函数帮帮忙：y=min(x
- 2 * floor(x / 2), 1)，其图象如图 1所示，从图上可以看出：函数值从 0逐渐增大到 1，然后

保持在 1上，下一个周期依然如此．

在此基础上，我们可以很容易构造出压缩变换要使用的压缩系数，其计算表达式为 0．5
^ min(t - 2 * floor(t / 2), 1)．

②当 t由 1到 2变化时，开始进行平移变换．我们来构造另一个周期函数：y=max(x - 2
* floor( x/2) - 1, 0) ，其函数图象如图 2所示，从图上可以看出：函数值从 0保持一会儿然后

逐渐增大到 1，下一个周期同样．

在此基础上，我们就可以轻而易举构造出平移变换要使用的平移距离表达式：2*max(t -
2 * floor( t/2) - 1, 0)．

下面开始进行制作（在系统坐标系下绘制函数图象并进行仿射变换）．

3、新增变量 t．变量 t控制压缩变换和平移变换，范围 0~8，增量为 0．01（如图 3），并建

立变量 t的动画按钮（如图 4）．

图 1：周期函数 y=min(x - 2 * floor(x / 2), 1)的图象

图 2：周期函数 y=max(x - 2 * floor( x/2) - 1, 0)的图象

图 3：新增变量 t 图 4：建立变量 t的动画按钮
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4、绘制周期函数图象．函数表达式为 y=0．5 ^ (floor(x / 2)) * sin(pi * x)，定义域为[0，floor(t
/ 2) * 2 + 2]．该函数图象即为原题中的周期递归函数图象（如图 5）．

5、绘制最后一个周期的函数图象．我们从上一步的函数图象上截取一段（一个完整周期图

象）重新绘制出来，为下一步的仿射变换做准备．解析式为 y=0．5 ^ (floor(x / 2)) * sin(pi * x)，
定义域为[2 * floor(t / 2)，2 * floor(t / 2) + 2]，并将图象的线色修改为红色（如图 6）．

6、仿射变换．这一步是该案例最为关键的步骤．选中第 5步中绘制的函数图象，利用变换

工具箱中的【仿射】工具进行操作．在仿射变换对话框中输入：a1=1，b1=0，x0=2 * max(t -
2 * floor(t / 2) - 1, 0)；a2=0，b2=0．5 ^ min(t - 2 * floor(t / 2), 1)，y0=0．这样我们就得到了随

t而变化的函数图象（如图 7）．
下面对仿射变换对话框中的输入做一简单的说明：x0为水平方向的平移距离，y0为铅

图 5：周期递归函数图象

图 6：一个周期的图象
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锤方向上的平移距离，亦即（x0，y0）为平移变换向量坐标；a1=1，b1=0 意味着平移前图

象上的点横坐标不变，a2=0，b2=0．5 ^ min(t - 2 * floor(t / 2), 1)意味着在施行压缩变换过程

中图象上点的纵坐标逐渐折半．

读者可自行实验认真体会各个参数的作用，从而对仿射变换公式的强大功能有更多的认

识．

7、隐藏第 5步绘制的函数图象，运行动画按钮，观察作品效果，从而深刻理解周期递归函

数的原理方法．你也可以将变量尺 t删除，不会影响作品效果．

【经验分享】

本案例中我们使用了仿射变换公式进行了压缩变换和平移变换的组合，事实上你也可以

使用网络画板强大的轨迹功能、自定义变换、曲线的原地连续压缩再平移等办法都能实现同

等效果（可以参见同期网络画板参赛作品：ID:86315、ID:85487、ID:80993）．
下面举例说明仿射变换公式的有关知识．

假如选择了一个点 E（3，2），仿射变换公式中 a1=2，b1=3，x0=4；a2=2，b2=2，y0=3，
画板就会这样计算仿射变换得到的点的坐标：x=2*3+3*2+4；y=2*3+2*2+3，也就是说新点

的坐标是（16，13）．

1、平移变换（平移坐标系）．如图 8所示，若 a1=1，b1=0，x0=3；a2=0，b2=1，y0=2，
则 1号三角形会水平方向平移 3个单位，垂直方向平移 2个单位得到 2号三角形，由此会发

现，事实上是将坐标系进行了平移，两个三角形在新旧坐标系中的相对位置并没有改变．

图 7：对函数图象施行仿射变换
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2、旋转变换（旋转坐标系）．如图 9所示，若 a1=cos(t)，b1=－sin(t)，x0=0，a2=sin(t)，
b2=cos(t)，y0=0，则△ABC将会绕原点 O逆时针旋转 t弧度，这种旋转实质上就是旋转了坐

标系（应用转轴公式）．

3、缩放变换（缩放坐标系）．如图 10所示，若 a1=t，b1=0，x0=0，a2=t，b2=t，y0=0，
则△ABC将会以原点 O为缩放中心 t为缩放比进行缩放（横纵坐标均被乘上系数 t），此时

你可以理解为新坐标系是在原来坐标系的基础上缩放而来（单位长度发生了变化），缩放系

数为 t．

4、轴对称变换（翻转坐标系）．如图 11所示，若 a1=－1，b1=0，x0=0，a2=0，b2=1，
y0=0，则四边形 ABCD将会以 y轴为对称轴进行轴对称变换（这也很容易理解：横坐标取

相反数、纵坐标不变）．此时，你也可以理解为 y轴不动，将 x轴反向生成新坐标系，四边

图 8：仿射变换——平移

图 9：仿射变换——旋转

图 10：仿射变换——缩放
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形 '''' DCBA 在新坐标系中的位置与原四边形 ABCD在旧坐标系中的位置相同．

5、错切变换．如图 12所示，变量 dx=2，dy=0，若 a1=1，b1=dx，x0=0，a2=dy，b2=1，
y0=0，则矩形 OBCD将会被水平方向错切（错位）变换，此时矩形上所有点纵坐标都不变，

横坐标与纵坐标 2倍的和作为新的横坐标，图形自然沿水平方向向右错位．你可以在 dx=0
的前提下，不断改变变量 dy的值，观察垂直方向错切的情形．

总之，仿射变换就是二维坐标 ),( yx 到二维坐标 )','( yx 的线性变换，仿射变换保持了

二维图形的“平直性”（直线经仿射变换后依然为直线）和“平行性”（直线之间的相对位置

关系保持不变，平行线经仿射变换后依然为平行线，且直线上点的位置顺序不会发生变化）．

需要读者注意的事项：网络画板中的利用仿射变换公式进行变换的大前提是全局坐标系，

并非自定义坐标系．若想在自定义坐标系中利用仿射变换公式进行变换也是有变通方法的，

请读者自行摸索．

【小试牛刀】

请利用网络画板绘制函数
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的图象（如图 13）（可以参考

图 11：仿射变换——轴对称

图 12：仿射变换——错切
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网络画板作品 ID:85844或者 85845）．

图 13：非连续型周期递归函数图象
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